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Controle 1 (Corrigé

SCIPER : XXXXXX

Attendez le début de 1’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-
verso, il contient 11 questions et 12 pages, les derniéres pouvant étre vides. Il y a 27 points
au total. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table et vérifiez votre nom et votre numéro SCIPER sur la
premiére page.

e Aucun document n’est autorisé.

e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant ’épreuve.

e Pour les questions & choix multiple, on comptera:
les points indiqués si la réponse est correcte,
0 point si il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
0 point si la réponse est incorrecte.

e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, ’enseignant se réserve le droit de ’annuler.

e Les dessins peuvent étre faits au crayon.

¢ Répondez dans l'espace prévu (aucune feuille supplémentaire ne sera fournie).

e Les brouillons ne sont pas & rendre: ils ne seront pas corrigés.

Respectez les consignes suivantes | Observe this guidelines | Beachten Sie bitte die unten stehenden Richtlinien

choisir une réponse | select an answer | ne PAS choisir une réponse | NOT select an answer Corriger une réponse | Correct an answer
Antwort auswahlen NICHT Antwort auswahlen Antwort korrigieren

X ¥V & [] [ ]

ce qu'il ne faut PAS faire | what should NOT be done | was man NICHT tun sollte
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Premiére partie, questions a4 choix unique

Pour chaque question, marquer la case correspondante a la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’'une seule réponse correcte par question.

Question 1 (1 point)
Soit f : R — R ’application donnée par f(z) = 22 + = + 4. Que veut dire 1’énoncé :

JyeR Ve eR, 2?2 +a24+4#y?

D f est surjective

D Pour tout nombre réel z, il existe un nombre réel y tel que f(x) #y
. f n’est pas surjective

[ ] f(z) = 0 n’a pas de solution

Correction. L’énoncé exprime que l’on peut trouver un y a l'arrivée qui n’a aucun antécédent x par f, c’est
la définition méme de la surjectivité.

Question 2 (1 point)
Soit f : E — F une application. Lequel des énoncés suivants est équivalent a ’énoncé “ f est injective” ?

B v:cE 1 ({f2)}) = {z} []Va,2' € B,z #a" et f(z) = f(2')
[|Va,2' € B, f(z) # f(a') = x £’ [J3ekE 1 {f@)}) ={z}

Correction. Une des formulations de Uinjectivité est de dire que pour tout x dans l’ensemble de départ, f(x)
posséde un unique antécédent par f, 4 savoir x.

Question 3 (1 point)
Laquelle des applications suivantes est injective ?

[ ]g:R—=R2 g(x) = (0,22 42z +1) [ ]g:R—=R2 g(z) = (22,222 +1)
By RoR2g@)=0Qe+1,20+1) []g:R—R2 g(z) = (a2, 22)

Correction. 2z + 1,204+ 1)=(22'+1,22'+1) = 2x+1=22"+1 = z =2/
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Pour les Questions 4, 5 et 6 ci-dessous on considére les propriétés P, (Q et R suivantes portant sur x € N :

P : z est multiple de 2,
@ : z est multiple de 3,
R : x est multiple de 6.

Question 4 (2 points)
Laquelle des affirmations ci-dessous est vraie 7

[ ] 3z €N, R et nonQ [ |VzeN, (PouR) = Q
[ Ve eN, Pouq B v:cN (PetQ = R

Correction. Si un nombre entier est multiple de 2 et de 3 alors il est automatiquement multiple de 6.

Question 5 (1 point)
Le sous-ensemble de N défini par la propriété caractéristique R est donné par :

B {(:eN|3keNz=06k} [ ] {keN|VzeN,z=06k}
[ ]{zeN|3keR,z=56k} [ ]{zeN|VkeN,z=6k}

Correction. x est multiple de 6 si et seulement si il est de la forme 6k pour un certain entier naturel k.

Question 6 (1 point)
Laquelle des affirmations suivantes est la réciproque de I'affirmation Vz € N, nonP — R ?

B v:cN R— nonP [ ] 3z €N, nonP et nonR
DV:UEN, nonR = P DVmEN,P:> nonR

Correction. On échange ’hypothése et la conclusion (on étudie le lien de causalité dans l'autre sens).
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Pour les Questions 7, 8 et 9 ci-dessous on donne un ensemble fini E et un sous-ensemble A C E vérifiant :

Card(F) =14 et Card(A) = 3.

On donne aussi les coefficients suivants, figurant dans le triangle de Pascal :

(= ()= ()= ()= ()= (5)-m

Question 7 (2 points)
Combien existe-t-il de sous-ensembles B de E vérifiant :

Card(B) =8 et ANB=97?

[]55 [ ] 462 B 65 [ ]330

Correction. Comme CpA posséde 11 éléments, le nombre recherché vaut (181) = (131) = 165.

Question 8 (2 points)
Combien existe-t-il de sous-ensembles C' de E vérifiant :

Card(C) =6 et Card(ANC) =27

B 990 [ ] 495 [ ] 165 [ ]330

Correction. Pour construire C', on met ensemble un sous-ensemble a 2 éléments de A ((g’) = 3 possibilités)
et un sous-ensemble a 4 éléments de CpA ((141) = 330 possibilités). Au total, il y a donc 3 x 330 = 990
sous-ensembles C' solutions.

Question 9 (2 points)

Quelle est la valeur exacte de <152) — (142> ?

[ ]132 B 207 [ ]275 [ ]165

Correction. (152) - (142) = ((151) + (141)) - ((141) + (131)) = (151) - (131) = 462 — 165 = 297.
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Deuxiéme partie, questions de type ouvert

Répondre dans ’espace dédié. Sauf indication contraire, votre réponse doit étre soigneusement justifiée,
toutes les étapes de votre raisonnement doivent figurer dans votre réponse. Laisser libres les cases & cocher :
elles sont réservées au correcteur.

Question 10: Cette question est notée sur 7 points.

[JslJsl Jal Js[ Js [ sl Js
W [kl [kl

Soient les ensembles finis E et F et I'application f: E — F décrits par le dessin ci-dessous.

]
. g./___7<
]

=g
o 7——_\11} .t

=

(a) En détaillant votre démarche, déterminer le sous-ensemble Cr f(A) de F ot :

A= {04757'7’6}'

(b) Pour le sous-ensemble A de E donné au (a), est-il vrai ou faux de dire que :
Vee E, f(r)ef(A) =2cA?
Justifier votre réponse.
(c) Donner la définition de f~1(B) ot B est un sous-ensemble de F.
(d) En détaillant votre démarche, déterminer f~1(B) pour le sous-ensemble :

B ={s,t,u,v,w}.

(e) Sans aucune justification, déterminer un sous-ensemble C' de F possédant le moins possible
d’éléments et tel que :

F(C) = f(f71(B)),

ou B est le sous-ensemble de F' défini au (d).
(f) Sans aucune justification, définir une application :
g:F—F

telle que Im(f o g) posséde exactement deux éléments.
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Solution

(a) On trouve :

CFf(A) = CF{f(a)a f(8), f(), f(6)} = CF{Tv s,u = {t,v,w}
(b) C’est vrai. En effet :
f@) € F(A) = fl)=r ou f(x)=s ou f(x)=u

= xz=vyouz=aouzxc{fd}
= z€A

(c) On a:
f71(B) ={z € E|f(x) € B}.

Cet ensemble peut aussi étre décrit par :

By = U ).

yeB
(d) On trouve :

B = {shu T {H v {uh v {eh) U ({w))
={atUgU{s8,0tU{e} U{\ 6}
={a,B,d,e,\,06}.

(¢) On a:
f(f_l(B)> = {s,u7v7w}.

Le sous-ensemble C' doit donc avoir au moins 4 éléments. Pour en créer avec exactement 4 éléments,
il faut sélectionner un antécédent pour chaque élément de f(f~1(B)). Il y a 4 possibilités pour C :

{aaﬁaga)‘}7 {Oé,ﬁ,é‘,e}, {0576757A}’ {0‘767579}'

(f) Il y a de nombreuses possibilités, comme par exemple :

asiz=r

P FE, z—
g 7 {Bsix;«ér
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Question 11: Cette question est notée sur 7 points.

[Js [ Ja[Jsl Jo[ s [ Js[ Js
W [ (k[ [kl

On considére 'application suivante :

z?—1

fi]—o00,2[U]2,+00[— R, z— penp

(a) Pour tout x € ] — 00,2[U]2, +o0[, déterminer I’ensemble f~1({f(z)}). Combien a-t-il d’éléments ?
(b) L’application f est-elle injective 7 Justifier rigoureusement votre réponse.
(c) Déterminer Imf.
Solution
(a) Soient x,z’ €] — 00, 2[U]2,+00[. On a alors :
-1 2?1
r—2 z/-2
(2 = 1)(z' —2) = (2”* = 1)(z — 2)
2l —22% — a2’ +2=2a"r - 227 —x +2
v?r —aPr —20% + 227 — 2 =0
' (x —2") = 2x -2z +2)+x—2" =0
(x —2')(za' — 20 —22"+1) =0

2 =xzouzr —2x—22'+1=0

=xzouzr —22'=2x—-1=0
r=zour(r—2)=2r—-1=0

, , 2x—1
T =xoux = .
x—2

N

Etant donné = €] — 00,2[U]2, +00], on observe maintenant que :

20— 1
x—2

# 2 (car 2z — 1 # 2x — 4)

si bien que ce qui précéde montre que :

PR = o )

Pour connaitre le nombre d’élément de cet ensemble, il reste & étudier I'équation suivante en x # 2 :

20 — 1
Tr =

;s 22 —22=22-1 & 22—4zx+1=0 & x=2+3.
T

On obtient donc finalement :

{o, 2221} iz #£2,2+/3 (deux éléments distincts)

) r—2

ICODES { {z} siz=2++3 (un seul élément)

(b) L’application f n’est pas injective. D’aprés le travail effectué au (a), on trouve par exemple :

2-1

1) = f(G—5) = F(=1) (= 0)
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(¢) Soit y € R. On a alors :

2
-1
yelmf < er]R,x;éQetf(a:):x 5 =Y
T
& JxeR,z#2et 2> —1=y(x—2)

& JxeR, 22 —1=ylz—2)

la derniére équivalence provenant du fait que x = 2 n’est pas solution de I’équation. Poursuivons :

yelmf < FecR, 2> —zy+2y—1=0
& (9’ -42y-1)>0
A
& Yy’ —8y+4>0.

Le trinéme en 3 obtenu a pour racines 4 + 2+/3, et il positif en dehors des racines. On a donc :

Im f =] — 00,4 — 2V/3[U]4 + 2V/3, +o].
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